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一、矢量和标量的定义 

1.标量：只有大小，没有方向的物理量。 

矢量表示为： ˆ| |A A a

所以：一个矢量就表示成矢量的模与单位矢量的乘积。 

其中：     为矢量的模，表示该矢量的大小。 

              为单位矢量，表示矢量的方向，其大小为1。 

|| A


â

2.矢量：不仅有大小，而且有方向的物理量。 

如:力   、速度   、电场    等 F Ev

如：温度 T、长度 L 等 
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例1：在直角坐标系中， x 方向的大小为 6 的矢量如何表示？ 

ˆ6 xa

图示法：                
ˆ6 xa

G

NF

fF

x

y

力的图示法：                

F

N fF F F 
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二、矢量的运算法则 

1.加法: 矢量加法是矢量的几何和,服从平行四边形规则。 

a.满足交换律： A B B A  

b.满足结合律： 

C A B 

B

A

C

 B

A

C

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D      

电磁场与电磁波.ppt
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z

o
y

x

三个方向的单位矢量用                表示。 ˆ ˆ ˆ, ,x y za a a

根据矢量加法运算： 

x y zA A A A  

ˆ ˆ ˆ, ,x x x y y y z z zA A a A A a A A a  

所以： ˆ ˆ ˆ
x x y y z zA A a A a A a  

在直角坐标系下的矢量表示: 

A

xA

yA

zA

其中： 
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矢量： ˆ ˆ ˆ
x x y y z zA A a A a A a  

模的计算： 2 2 2| | x y zA A A A  

单位矢量： 

ˆ ˆ ˆ ˆ
| | | | | | | |

yx z
x y z

AA AA
a a a a

A A A A
   

方向角与方向余弦：  ,,

||
cos,

||
cos,

||
cos

A

A

A

A

A

A zyx   

ˆ ˆ ˆcos cos cosx y za a a    

在直角坐标系中三个矢量加法运算：   

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x x x y y y y z z z zA B C A B C a A B C a A B C a          







z

o
y

x

A

xA

yA

zA
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2.减法：换成加法运算 
( )D A B A B    

A B C 

B

A

B

逆矢量：  和        的模相等，方向相反，互为逆矢量。 B ( )B

D


B

A D

A

B
C

0

在直角坐标系中两矢量的减法运算：   

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x x y y y z z zA B A B a A B a A B a      

推论： 

任意多个矢量首尾相连组成闭合多边形，其矢量和必为零。 
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3.乘法： 

（1）标量与矢量的乘积： 
0

ˆ| | 0

0

k

kA k A a k

k

 
 

  
  

方向不变，大小为|k|倍 

方向相反，大小为|k|倍 

（2）矢量与矢量乘积分两种定义 

a. 标量积（点积）： 

| | | | cosA B A B    

B

A

两矢量的点积含义： 

         一矢量在另一矢量方向上的投影与另一矢量模的乘积， 

其结果是一标量。 
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•在直角坐标系中，已知三个坐标轴是相互正交的，即 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0, 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1, 1, 1

x y x z y z

x x y y z z

a a a a a a

a a a a a a

     

     

有两矢量点积： 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x x y y z z x x y y z zA B A a A a A a B a B a B a      

zzyyxx BABABA 

•结论: 两矢量点积等于对应分量的乘积之和。 

推论1：满足交换律 

推论2：满足分配律 

推论3：当两个非零矢量点积为零,则这两个矢量必正交。 

A B B A  

( )A B C A B A C     



第1章  矢量分析 

推论1：不服从交换律： ,A B B A A B B A      

推论2：服从分配律： ( )A B C A B A C     

推论3：不服从结合律： ( ) ( )A B C A B C    

推论4：当两个非零矢量叉积为零，则这两个矢量必平行。 

b.矢量积（叉积）： 

ˆ| | | | sin cA B A B a  

•含义： 

      两矢量叉积，结果得一新矢量，其大小为这两个矢量

组成的平行四边形的面积，方向为该面的法线方向，且三

者符合右手螺旋法则。 

B


A


ˆ
ca
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在直角坐标系中，两矢量的叉积运算如下： 

ˆ ˆ ˆ
x y z

x y z

x y z

a a a

A B A A A

B B B

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x x y y z z x x y y z zA B A a A a A a B a B a B a      

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y z z y x z x x z y x y y x zA B A B a A B A B a A B A B a     

两矢量的叉积又可表示为： 

x 
y 

z 

o 
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例2： 1 2

3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 , 3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 3 2 5

x y z x y z

x y z x y z

r a a a r a a a

r a a a r a a a

     

      

求： 
4 1 2 3r ar br cr   中的标量 a、b、c。 

解： ˆ ˆ ˆ3 2 5

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 ) ( 3 2 ) ( 2 3 )

x y z

x y z x y z x y z

a a a

a a a a b a a a c a a a

 

         

ˆ ˆ ˆ(2 2 ) ( 3 ) ( 2 3 )x y za b c a a b c a a b c a         

则： 

设 

2

1

3

a

b

c

 



 

2 2 3

3 2

2 3 5

a b c

a b c

a b c
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例3：  已知 ˆ ˆ ˆ2 6 3x y zA a a a   ˆ ˆ ˆ4 3x y zB a a a  

求：确定垂直于    、  所在平面的单位矢量。 A B

解：已知 A B 所得矢量垂直于    、  所在平面。 A B

ˆ
n

A B
a

A B


 



ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ2 6 3 15 10 30

4 3 1

x y z

x y z

a a a

A B a a a      



1
ˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 6 )

7
n x y za a a a   

2 2 2| | 15 ( 10) 30 35A B     



第1章  矢量分析 

三、矢量微分元：线元、面元、体元 

例： d , d , dF l B S V   

其中：         和       称为微分元。 d ,dl S dV

1. 直角坐标系 

在直角坐标系中，坐标变量为(x,y,z)，如图，做一微分体元。 

线元： 

ˆd dy yl ya

ˆ ˆ ˆd d d dx y zl xa ya za  

dl
dS

ˆd dx xl xa

ˆd dz zl za

面元： ˆd d dx xS y za

体元： d d d dV x y z

ˆd d dy yS x za

ˆd d dz zS x ya
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2. 圆柱坐标系 

在圆柱坐标系中，坐标变量为         ，如图，做一微分体元。 ( , , )r z

线元： 

d d d dr zl ra r a za  

d d dr rS r za

d d dS r za 

d d dz zS r ra

d d d dV r r z

面元： 

体元： 
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3. 球坐标系 

在球坐标系中，坐标变量为          ，如图，做一微分体元。 ( , , )R  

2d sin d dR RS R a  

d sin d dS R R a  

d d dS R R a 

d d d sin dRl Ra R a R a     

线元： 

面元： 

体元： 
2d sin d d dV R R  
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场的基本概念 

• 1.什么是场？ 

•            重力场、温度场、电磁场、…… 

•   a.从数学角度：场是给定区域内各点数值的集合，这些

数值规定了该区域内一个特定量的特性。 

•         比如：T 是温度场中的物理量，T 就是温度场                

•    b.从物理角度：场是遍及一个被界定的或无限扩展的空

间内的，能够产生某种物理效应的特殊的物质，场是具有

能量的。 
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2.场的分类 

    a.  按物理量的性质分： 

          标量场：描述场的物理量是标量。 

          矢量场：描述场的物理量是矢量。 

    b.  按场量与时间的关系分： 

          静态场：场量不随时间发生变化的场。 

          动态场：场量随时间的变化而变化的场。 

                      动态场也称为时变场。 
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四、标量场的梯度 

1. 标量场的等值面 

可以看出：标量场的函数是单值函数，各等值面是互不 

                相交的。 

以温度场为例： 

热源 

等温面 
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b.梯度 

定义：标量场中某点梯度的大小为该点最大的方向导数， 

         其方向为该点所在等值面的法线方向。 

数学表达式： 
d

ˆgrad
d

na
n


 

2. 标量场的梯度 

a.方向导数： 

d

dl


空间变化率，称为方向导数。 

d

dn


为最大的方向导数。 

标量场的场函数为 ),,,( tzyx

0 0 d P

1P

2P
dn

dl
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计算： 
d

cos
dn




d rad dg l  

d d d

d d d

n

l n l

 
 

d
ˆ ˆ

d
n la a

n


 

在直角坐标系中： 

d d d dx y z
x y z

  


  
  
  

ˆ ˆ ˆd d d dx y zl xa ya za  

所以： ˆ ˆ ˆgrad x y za a a
x y z

  


  
  
  

梯度也可表示： grad 

0 0 d P

1P

2P
dn

dl
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五、矢量场的散度 

1. 矢线（场线）： 

      在矢量场中，若一条曲线上每

一点的切线方向与场矢量在该点的

方向重合，则该曲线称为矢线。 

2. 通量： 

定义：如果在该矢量场中取一曲面S， 

         通过该曲面的矢线量称为通量。 

表达式： d
S
v S  

若曲面为闭合曲面： d
S
v S  

+ - 

电磁场与电磁波.ppt
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讨论： 

a. 如果闭合曲面上的总通量 0

      说明穿出闭合面的通量大于穿入曲面的通量，意
味着闭合面内存在正的通量源。 

b. 如果闭合曲面上的总通量 0

      说明穿入的通量大于穿出的通量，那么必然有一些矢
线在曲面内终止了，意味着闭合面内存在负源或称沟。 

c. 如果闭合曲面上的总通量 0

说明穿入的通量等于穿出的通量。 
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3. 散度： 

a.定义：矢量场中某点的通量密度称为该点的散度。  

b.表达式： 
0

d
div lim S

V

F S
F

V 








c.散度的计算： 

      在直角坐标系中，如图做一封闭

曲面，该封闭曲面由六个平面组成。 

矢量场    表示为： F

ˆ ˆ ˆ
x x y y z zF F a F a F a  

1S

z

y
x

6S

5S

4S3S

2S

1 2 3
1 2 3d d d d

S S S S
F S F S F S F S         

4 5 6
4 5 6d d d

S S S
F S F S F S       
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1
1 1

ˆ ˆd ( ) ( )x x x
S

F S F x a y z a     zyxFx  )( 1

2
2 2

ˆ ˆd ( )x x x
S

F S F x a y za   

在 x方向上： 计算穿过    和    面的通量为 
2S

1S

1( )xF x x y z   

1 1

( )
( ) ( ) x

x x

F x
F x x F x x

x


    


因为： 

2
2 1

( )
d ( ) x

x
S

F x
F S F x y z x y z

x


       

则： 

在 x 方向上的总通量： 
1 2

1 2d d x

S S

F
F S F S x y z

x
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在 z 方向上,穿过    和    面的总通量： 
5S 6S

5 6
5 6d d Z

S S

F
F S F S x y z

z


      

 

整个封闭曲面的总通量： 

d
yx z

S

FF F
F S x y z

x y z

  
       

   


3 4
3 4d d

y

S S

F
F S F S x y z

y


      

 

同理：在 y方向上,穿过    和    面的总通量： 
3S 4S
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该闭合曲面所包围的体积： zyxV 

0

d
div lim

S

V

F S
F

V 







z

F

y

F

x

F zyx
















通常散度表示为： divF F

4.散度定理： 

d d
S V
F S F V   

物理含义：穿过一封闭曲面的总通量等于矢量散度的体积分。 
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柱坐标系中： 1 ( ) 1r z
FF r F

F
r r r z





 
   

  

球坐标系中： 
2

2

( sin )( )1 1 1

sin sin

R
FFR F

F
R R R R

 

   


   

  

 
1 32

2 3 1 21 3

1 2 3 1 2 3

( )( )1 u uu
F h h F h hF h h

F
h h h u u u

  
     

   
 

正交曲线坐标系中： 

直角坐标系中： 
yx z

FF F
F

x y z

 
   

  

常用坐标系中，散度的计算公式 
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六、矢量场的旋度 

1. 环量： 

       在矢量场中，任意取一闭合曲

线 ，将矢量沿该曲线积分称之为环

量。 
d

l
C F l 

可见：环量的大小与环面的方向有关。 

2. 旋度: 

定义：一矢量其大小等于某点最大环量密度，方向为该环 

         的法线方向，那么该矢量称为该点矢量场的旋度。 

表达式： max
0

1
ˆrot lim [ d ]n

lS
F a F l

S 
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旋度计算： 

以直角坐标系为例，一旋度矢量可表示为： 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x y y z zF F a F a F a      

1

0

d
( ) lim

l

x
S

x

F l
F

S 


 





ˆ ˆ ˆ
x x y y z zF F a F a F a  场矢量： 

1

d d d d d
ab bc cd da

ab bc cd da
l l l l l
F l F l F l F l F l            

其中：           为x 方向的环量密度。 ( )xF

x

z

y

旋度可用符号表示： rotF F

d

cb

a
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ˆd d ( )ab zl z a 

1

d z y
l
F l F z F y     

( ) ( )
yz

z y

FF
F y z F z y

y z


       

 
( )

yz
x

FF
S

y z


  

 

其中： ˆd dbc yl ya

ˆd dcd zl za ˆd d ( )da yl y a 

可得： ( )
yz

x

FF
F

y z


  

 

( ) x z
y

F F
F

z x

 
  

 
( )

y x
z

F F
F

x y

 
  

 
同理： 

x

z

y

d

cb

a

所以： 

1

0

d
( ) lim

l

x
S

x

F l
F

S 


 





ˆ ˆ ˆy yx xz z
x y z

F FF FF F
F a a a

y z z x x y

       
          

         
旋度公式： 
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为了便于记忆，将旋度的

计算公式写成下列形式: 

ˆ ˆ ˆ
x y z

x y z

a a a

F
x y z

F F F

  
 

  

类似地，可以推导出在广义正交坐标系中旋度的计算公式： 

      对于柱坐标、球坐标，已知其拉梅系数，代入公式即可
写出旋度的计算公式。 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ

1

u u u

u u u

h a h a h a

F
h h h u u u

h F h F h F
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3. 斯托克斯定理： 

物理含义： 
       一个矢量场旋度的面积分等于该矢量沿此曲面周界的曲
线积分。 

( ) d d
S l

F S F l    
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七、重要的场论公式 

(1) ( ) 0  

1. 两个零恒等式  

任何标量场梯度的旋度恒为零。  

(2) ( ) 0F  

任何矢量场的旋度的散度恒为零。  
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在圆柱坐标系中：  
2

2

2

2

2

2 1
)(

1

zrr
r

rr 

























在球坐标系中：  
2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
R

R R R R R

  
 

    

    
   

    

在广义正交曲线坐标系中：  

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1
( ) ( ) ( )
h h h h h h

h h h u h u u h u u h u

  


      
    

      

2. 拉普拉斯算子  2 ( )   

在直角坐标系中： 2

2

2

2

2

2
2

zyx 
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  )(

( )A A A      

AAA


  )(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A B B A A B B A           

( )A B B A A B     

( ) ( ) ( )A B A B B A B A A B         

3. 常用的矢量恒等式  
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8、 亥姆霍兹定理  

       亥姆霍兹定理：若矢量场   在无限空间中处处单值，且其

导数连续有界，而源分布在有限空间区域中，则矢量场由其散

度和旋度唯一确定，并且可以表示为一个标量函数的梯度和一

个矢量函数的旋度之和， 即  

F A  

F G g 

F

 证明：假设在无限空间中有两个矢量函数      和      ，它们具有

相同的散度和旋度。但这两个矢量函数不等，令  

G F
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( )F G g G g    

0g  

( )F G g G g    

0g  

       要证明矢量场由其散度和旋度唯一确定，即矢量     和矢量 

是同一矢量，    应该为零矢量。 

G F

g

G F 

G F 

GF因为      和     有相同的散度和旋度 
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由矢量场论中梯度的散度恒等于零,  令  g 

2 0    

0g 

0g 

   由在无限空间中拉普拉斯方程解的有限性及    函数的任意

性，知     只能是一个常数，即            ，          。 


 0g  G F



第1章  矢量分析 

无源（散）场与无旋场 

•无源（散）场 

       若一矢量场     中，其散度处处为零，即 
cF

则该场称为无散场，有 

0cF 

0c
S

F dS 
由矢量场论知：旋度的散度等于零，所以 

cF A （     称为矢势） A
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dF 

•无旋场 

       若一矢量场     中，其旋度处处为零，即 
dF

0dF 

则该场称为无旋场，有 

0d
c

F dl 
由矢量场论知：梯度的旋度等于零，所以 

   称为标（位）势 
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d cF F F A    

•        一般而言，在无限空间中一个既有散度又有旋度的矢量场，

可表示为一个无旋场        和一个无散场         之和，即  
cFdF


